_o studio della gravitazione di Newton e certamente uno dei momenti pit importanti per la formazione

<~ientifica di uno studente liceale. La possibilita di simulare un moto planetario pud essere

_no stimolo per approfondimenti ed un modo per potenziare la padronanza delle leggi

42lla dinamica e della cinematica.

FaBio FILIPPI

La rilettura delle Lezioni di Feynman

Feynman affrontd la questione nelle sue celebri Lectu-
res [1]. Proprio quel passo che prendiamo ora in consi-
derazione, & stato inserito nei complementi al capitolo 9
della altrettanto nota Fisica di Berkley [2]. Vale la pena
ricordare anche il riesame condotto da D.L. e J.R. Good-
stein [3] di una lezione (inedita) di Feynman sul moto
dei pianeti, se non altro per sottolineare linteresse del
grande fisico statunitense per 'argomento.
«Risolviamo ora realmente il problema...», scrive il no-
stro, accingendosi a descrivere una soluzione numerica
alle equazioni del moto di un corpo, sottoposto ad una
forza centrale!. Per la simulazione, si pud fissare un si-
stema di riferimento cartesiano, nella cui origine si po-
ne uno dei due corpi. Questi interagiscono con una for-
72 che & direttamente proporzionale al prodotto delle lo-
ro masse ed inversamente proporzionale al quadrato
della loro distanza.

Immaginiamo un sistema composto da due corpi di
masse molto diverse come posSsono essere, per eser-
pio, la Terra ed il Sole, in modo tale da poter considera-
re che il moto sia, con buona approssimazione, quello
della Terra attorno al Sole”.
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E poniamo dunque il Sole nell’origine del sistema carte-
siano e, a distanza 7, la Terra sulla quale agisce la forza
di gravita. Quest'ultima ha due componenti, F, e F,, co-
si come x e y sono le componenti della distanza 7.

Se si formula 'ipotesi che il moto e l'interazione gravi-
tazionale avvengano sul piano XY, per simulare il moto
& sufficiente definire le condiziont iniziali, in altre pa-
role assegnare i valori di posizione (¥, y) e velocita
(v., v,)- La legge di gravitazione universale in forma sca-
lare é:

Mt ©

r2

F=-G

Osservando la fig. 1 si possono dedurre le componenti
della forza dirette lungo gli assi. Basta considerare i
triangoli costituiti dalle componenti della forza e dalla
forza stessa e dalle componenti della posizione della
Terra e la distanza della Terra dal Sole; essi sono simili
e questa considerazione ci permette di scrivere:

F, x
2 L 2
LF ¥ )
cioé:
B [ = i (3)
T T
R

1. E& definita come forza centrale una forza F(r) che in ogni pun-
to dello spazio & esattamente orientata verso o da un punto par-
ticolare.

2. Due corpi legati gravitazionalmente ruotano attorno al comu-
ne centro di massa.

FiG.1 La forza di gravita & applicata sullaTerra e diretta
verso il Sole.



e analogamente per le componenti y:

Mmy

¥ 3

F,=-G 4)
Si nota che quando x 0 y sono positive, le forze F. e F,
sono negative. Per la seconda legge della dinamica, que-
sta forza produce un’accelerazione sulla massa della
Terra, cosl si possono scrivere le seguenti due ugua-
glianze:

ma = = G0 ®)
p

ma, = - G M—T"’ (6)
r

conr =V + y.

Per rendere le successive elaborazioni piti immediate,
conviene supporre che 1'unita di tempo o la massa del
Sole siano prese in modo tale che GM = 1.

Con queste semplificazioni la (5) e la (6) si trasformano in:

X

Q= — E (7)
X

Ay =— F (8)

Dal punto di vista operativo occorre costruire una ta-
bella a colonne che contengano i valori calcolati passo
passo per x e ¥, v, e v, con le procedure spiegate in se-
guito, a, e a, con l'ausilio delle equazioni (5) e (6); per
questi due ultimi calcoli conviene costruire altre due co-
lonne utili, una per r ed una per 1/r%

Si puo incominciare lo studio del moto assegnando la
posizione e la velocita iniziali in termini di componenti
al tempo ¢ = 0: 2(0)=0.500, (0)=0, ».(0)=0 e v,(0)=1.650.
Da questi si trovano i valori di 7(0)=0.500, 1/73(0)=8.000,
a.(0)=—4.000 e a,(0)=0.000.

Ora occorre calcolare le velocita e le posizioni suc-
cessive ed iterare il procedimento per il numero di
passi che si vuole. Si deve tenere conto che l'accele-
razione cui € sottoposto il pianeta orbitante, la Terra,
varia in ogni intervallo di tempo, per piccolo che pos-
sa essere.

Nelle figure 3-4 sono riportati i risultati di una simula-
zione effettuata utilizzando un comune foglio elettro-
nico.

Qui di seguito sono indicati i passi per ottenere il grafi-
co rappresentante la simulazione desiderata.

Nella cella A2 si inserisce l'intervallo di tempo (Dt) sul
quale calcolare le posizioni successive. Nell'esempio ri-
portato in fig. 2 vale 0,1.

Nella cella B2 si puo inserire l'istante iniziale che puo
essere () 0 un numero qualunque. Nella cella B3 si ripor-
ta la formula [=B2+$A$2] la quale calcola il tempo suc-
cessivo all'istante iniziale dopo I'intervallo di tempo as-
segnato nella cella AZ. Si pud copiare questa formula
nelle celle sottostanti alla B3.

Nella cella C2 va inserita la posizione iniziale x (0,5).
Nella Cella F2 si inserisce la posizione iniziale y (0).
Nella cella 12 va inserito il valore della distanza 7,
[=RADQ(C272+F2/2)], secondo 'equazione r = V (x*+y2).

il Dt x v ax v vy av T r3 1773

2 0.10/]0.00] 0.50] -0.40] —-4.00 g.680 1.63 0,080 0,50 0.13 g.00

a3 0.18] 0.461 -0.80] -3,96 9,15 1.49f -1 40 0,49 .12 8,60

4 0,20 0.38; -1,12] -3.19 0,31 1,231 ~2. 62 0,49 0,12t 8,40

Sa 4.308] 0,27 -1,32; -2 01 3,43 0,96 -3.25 0,51 0,134 7. 49

) .40} 0.14] -1.40! -0.88 .52 0,57 -~3.29 0.54 .16 6_26

7 9,501 0,08 -1.48 4,02 0 58 8,28 -2.95 0,58 .20 5.06

8 .60 -0,14] -1, 34 0._58 0.61 0,03 ~2.48 0,63 0.2% 4,06

9 0.70) -0.28] -1.25 0.91 0. 61 =(.17| =2 01 .67 .31 3.28

. 10 9.80) -0,40] -1.14 1.08 0.60f -4,33] -1 60 0,72 1,37 2.68

FiG.2 ‘Golg st presonia i 0.90] -0.52] ~1.03 1.16] 0,56 -b.46] -1.26] ©.76) 0.45 2.24
il foglio elettronico dopo 12 1.00f -0.62{ 0,91 1.18 0,52 -0.851 -0.98 0.81 .53 1,50
I'impostazione delle i3 1,101 -0 711 -0.79 117 0.4 -0 .63] -0.76 (.85 g,61 1,64
tatril 14 1,20] -0.79] -0.68] 1,14] 0.40f -0,69] -0.58] 0,89 0.69] 1,44
15 1.30] -0_66] -0,57] 1.10] 0.33, -0.73] -0.42] ©0.92  0.78] 1. .29

i6 1,401 -0.921 -0 46 1.07 0,260 -0.76f -0.30 §.98 .86 1.16

i7 1.50f -0.%86f ~0,36 1.83 0,18 -0, 78, -0_19 i, 98 0.94 1.87

IB 1.600 -1 081 -0,26 0,99 0,108 -0, 79 -0.10 1,00 1.081 .99

14 1.70¢ ~1.82] -0.17 f1 85 0,020 ~0,791 -0, 02 1,072 1,07 .93

20 1.80f -1 .04 -0, 07 g.92{ -0 08 -0 79 . 85 1. 04 1.13 .88

21 1.98] -1.85 0,01 0.89 -0 131 -0 78 g.11 1,06 1.18 .85

22 2. 00] -1.885 0,10 0.88] -0.21] -, 76 0,17 1,07 1,22 0,82

23— |2.10{-1.04| 0.18] 0.83] -D.29] -0,74| 0,23 1 08| 1.24 080

24 2.20] -1.82 0. .26 0.81 -0 3 -0 71 .29 1.08 1.26 0,79

25 2,301 -0, 99 1,34 0,78] ~0 43| -0.67 0,34 168 1.26 0.79
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In J2 va inserito [=1273].
In K2 va inserito [=1/J2].

Le formule contenute
nelle celle 12, J2 e K2
possono essere copiate
nelle celle sottostanti.
Ovviamente compariran-
no degli 0 (I2 e J2) e
#DIVO! (K2) che sta, a si-
gnificare che si & diviso
per 0, un'operazione ille-
cita. Ma questo non deve
preoccupare. Quando le
posizioni successive del
corpo saranno dedotte,
in queste celle compari-
ranno i numeri giusti.

[
-1,20

FIG. 3

\ I i I
1,00 -0,80 -0,60 -0,40 -0

dal foglio elettronico.

Nella cella E2 va inserito il valore della componente
dell’accelerazione secondo la (5) [=—C2*¥K2].
Nella cella H2 va inserito [=—F2*K2] in analogia a quan-

to detto per la cella E2.

Anche le formule contenute in queste ultime celle pos-
sono essere copiate nelle celle sottostanti con le consi-
derazioni su #DIV0! fatte sopra.
Nella cella D2 va inserito il nuovo valore della compo-
nente x della velocita, [=0+E2*$A%$2], secondo I'equa-

zione v, = vy, + aAf.

I I 1
20 0,00 0,20 0,407 0,60
-0,20

-0,40
-0,60

-1,00—

I grafico della simulazione ottenuta con i dati elaborati

23@“

Nella cella G2 va inserito
[=1,63+H2*$A%$2] in ana-
logia a quanto detto per
la D2. Ora & possibile co-
piare queste formule nel-
le celle sottostanti.
Finalmente si possono
scrivere le equazioni che
permettono di evolvere
il sistema.

In C3 [=C2+D2*$A$2].
In F3 [=F2+G2*$A%$2].

In D3 [=D2+E3%$A$2].
In G3 [=G2+H3*$A$2].
Ora & possibile copiarle
in tutte le celle per il nu-
mero di righe fissato.

Fabio Filippi

Liceo Scientifico «A. Einstein» - Rimini
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approfondimenti

Il moto simulato per tre pianeti

| 1

studiare i grafici nel piano
ViV, € 3,-8,.

Con i dati disponibili basta
un pc' di fantasia per
esplorare il modello di moto.
Per esempio, se si copiano

quelli che sono) e si
riportano a fianco di questi
jue volte, si ha di

FiG. 4

1,50

~ interessante, dopo aver copiato le formule, studiare il grafico x-y che ne deriva diminuendo l'intervallo di tempo
* At contenuto nella cella A2 e mettendo un numero elevato di punti, in modo da verificare che il grafico
fems COrtispondente & un’ellisse (ciog una curva chiusa)} solo se si considerano tempi brevi. Inoltre & interessante

I moto simulato per tre pianeti.

opportunamente le pasizioni
iniziali x e y e le componenti
delle velocita v, e v, nelle
corrispondenti celle. I
risultato sara simile a quello
mostrato in fig. 4. Infine, una
volta determinati i semiassi
delle ellissi, & possibile
controllare la terza legge di
Keplero confrontando la
proporzionalita tra periodo di
rivoluzione e distanza.
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La simulazione del moto

planetario col foglio elettronico/2

Nella prima parte di questo articolo, pubblicata sulla rivista Didattica delle Scienze n. 217

(gennaio 2002), si & suggerito un metodo per la simulazione del moto planetario. Quellidea, come gia

detto, era stata indicata da Richard Feynman in un suo celebre scritto. In questa seconda parte

si intende approfondire alcuni aspetti che possono essere significativi dal punto di vista didattico.

FaBio FiLIpPI

La terza legge di Keplero

La terza legge di Keplero & una legge empirica. Essa af-
ferma che per tutti i pianeti orbitanti attorno ad un cor-
po centrale, il cubo del semiasse maggiore dell’orbita &
proporzionale al quadrato del periodo di rivoluzione. In
formule:

R3

TEK'

Supponiamo di aver simulato il moto di tre satelliti, e di
aver quindi opportunamente compilato una tabella.
Nella figura 1 sono mostrate le colonne che rappresen-
tano le posizioni dei pianeti che chiameremo, conven-
zionalmente, «Pianeta 1», «Pianeta 2» e «Pianeta 3».

Le colonne A e B, per il «Pianeta 1», le colonne L e M
per il «Pianeta 2» e le colonne U e V, per il «Pianeta 3».
Ovviamente nella figura 1 non sono state riportate le co-
lonne rappresentative delle velocita e delle accelerazio-
ni per una questione di spazio, ma non sara difficile im-
maginarsele.

Lidea ¢ quindi quella di confrontare il rapporto tra il cu-

bo del semiasse maggiore dell’'orbita di ciascun pianeta,

col quadrato del periodo di rivoluzione.

Ci si aspetta che questi rapporti siano uguali tra loro.
Per semplificare la trattazione, conviene imporre che le
coordinate y dei pianeti siano nulle e che siano nulle an-
che le componenti x delle velocita iniziali.

Con queste condizioni, I'ellisse descritta dal pianeta
ha I'asse orizzontale coincidente con I'asse x e l'asse
verticale coincidente con l'asse y (quasi, poiché le
traiettorie sono descritte tramite spostamenti rettili-
nei, che uniscono punti distanti tra di loro 0,1 unita di
tempo).

Inolire, per come é stato impostiato tuito il moto, il

que, attraversa due volte 'asse x, in due punti che pos-
sono essere considerati il perielio e V'afelio. Lasse
maggiore sara appunto dato dalla somma di queste ul-

SR RCEEEE Sl MR
X ot oy # y # y

& 010 0] o050 0,00 100 000 150 G600
3 0.1 0ds] 015 033 012 1,500 010
4 02 038 029 081 oA 149 020
g5 03 026( 040 084 0% 147 030
i 04 012 047 080, o047 146 040
i 05 008 050 088 058 143 049
B 06 -G18] 050 080] 068 141 059
e 07) 031 045 074 078 198 068
g 08 -043 038 0B7 087 L34 078
Rt 09 053 030 058 0% 131 087
12 10| -060] 020 052 103 127 085
1 11] -065 0,09 044 110 122 104
4 12| 067 -0.02 035 118 L1 112
B 13) 088 -0.14 021 1.2 L1s) 120
16 14] -086 -024 018 127 Lo 1.2
AT 1.5 082 -0.34 008 132 102l 13
g 1.6} -057 -043 000] 138 096 143
1§ 17| -050] -05t 008 138 080] 150
L 18] -042 -058 017 142 084 156
il 19 -032 -083 026 145 078 183
2 20| 022 -066 03 147 072 169
23] 21 011} -067 043 148 0gg 175
ol 22| G0 -086 052 149 058 180
5 23 012} -083 060 150 052 185
i 24| 023 -5 066 151 046 190
i 25| 033 -048 078 15 038 1%
i3 28] 041 038 084 151 032 200
. 20| 047 025 082 150 025 204
el 28 050 011 099 148 019 208
3 29 048] 004 -106 148 01l arn

Fig.1 Le colonne che descrivono le posizioni occupate
MAmi rm miamadi



time distanze, come si pud vedere nell’esempio ripor-
tato in figura 2.

Distanza 1,00

Perielio
focale 2

0,50 —

Semiasse
maggiore

-1,00 -

Fig. 2 Lorbita ellittica di un pianeta.

Si possono impostare le nuove formule in una zona Ii-
bera del foglio elettronico. Nell'esempio riportato in fi-
gura 3 sono state usate le celle da AE1 ad All5.

Per ottenere i valori numerici contenuti in quelle celle,
sono stati assegnati ai pianeti i valori iniziali contenuti
nella tabella 1.

L5 1 ANZA

i
abinkictins

Pianota)l | Pianotal Piamota3 |
mak B P
min 0,72 25 431 Fig.3 1
a0 maggiora 1.2 353 EJ1 calcolo di
somiasce 0,3 1.3 N o i,
fucoo 0 022 1,51 eccentricita
coorntriok3 01e 0.1 £3 e della
Piancta!  Piancta?  Piancta3 costante
R st 13 | Kepleriana.
B3 0.2 530 2
T 1] BREAL 3260
T2 A i) 0§28
K c 03n £J3
é Tabella 1 )
X(9) Y(0) V.(0) (0)
Pianeta 1 0,5 0 0 1,5
Pianeia 2 1 0 0 1,2
Paneta 3 o 0 0 1

ella cella AG3 si riporta la formula [=ZASS(MAX . VALO-
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Questa permette di estrarre dalla colonna contenente
le 500 posizioni occupate dal Pianeta 1, il valore pii
grande.

Loperazione implica proprio I'individuazione del perie-
lio, e nella cella comparira il valore assoluto di questo
numero.

Nella cella AG4, analogamente, andra la formula
[=ASS(MIN.VALORI(C2:C500))], la quale opera l'estra-
zione del valore pin piccolo della coordinata - del pia-
neta (afelio). In questa cella comparira, quindi, il valore
assoluto del numero.

Nella cella AG5, quindi, si inserirdi la formula
[=AG3+AG4] che permette di determinare 'asse mag-
giore ed in AG6, ovviamente, la formula [=AG5/2], la
quale fornisce il valore del semiasse.,

Infine, se si pone nella cella AG7 la formula [=AG6-AG3]
e nella cella AGS8 la formula [=AG7/AG6], si avranno ri-
spettivamente i valori numerici che si riferiscono alla di-
stanza focale (fig. 2) ed all'eccentriciti dell’orbita. Que-
st’ultimo dato risulta significativo se confrontato con la
tabella 2, ed & interessante controllare come varia al va-
riare delle velocita iniziali dei pianeti.

\L'ﬁ’abeiﬁa 2 > |
Eccentricita: e Conica
e=1 Parabola
0 <e=<1 Ellisse
e=10 Ci.rconferenza:
e>1 | Iperbele i

Nella cella AG11, ora, sara possibile inserire la formula
[=AG6]. Come si puo capire questo é il valore calcolato
poco fa per 'asse maggiore che adesso chiamiamo, ma
solo per abitudine, E.

Nella cella AG12 ci andri la formula [=AGI113], cioé il
calcolo del cubo della distanza. Adesso occorre deter-
minare il periodo di rivoluzione. Per fare questo sara
sufficiente osservare quanto tempo «intercorre» tra due
ascisse uguali. Se si osserva la figura 1, infatti, si nota
che nella cella C2 compare 0,5. Questa & la posizione ini-
ziale del Pianeta 1.

Scorrendo le successive posizioni, si notera che il nu-
mero 0,5 ricompare nella cella C30, cioé di fianco al
tempo segnato di 2,8. Vuol dire che il periodo di rivolu-
zione del Pianeta 1 ¢ 2,8. S’inserira, dunque, quest’ulti-
mo numero nella cella AG13. Nella cella AG14, con la
formula I=AGI32M21 <i caleola 31 aiadreia del neriada
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ed infine, nella cella AG15, la formula [=AG12/AG14]
permette di determinare il valore della costante di Ke-
plero. Se tutte queste operazioni saranno replicate per
il Pianeta 2 e per il Pianeta 3, si potranno confrontare
tra loro le costanti cosi ottenute e quindi controllare la
terza legge.

Le traiettorie non ellittiche

Le traiettorie seguite dai satelliti possono essere solo
coniche. Da questo punto di partenza si cerca il modo di
ottenere orbite circolari e paraboliche ed iperboliche. Il
problema é essenzialmente legato alla velocit, iniziale,
Prendiamo in esame la possibilita di simulare un’orbita
circolare (si veda fig. 4). In questo caso, se il pianeta si
trova ad una distanza r dal

la allinfinito, rimane da stabilire quale debba essere 1a
velocita del pianeta all'infinito. Esistono solo due casi:

a) velocita residua nulla e b) velocita residua diversa da

zero. Nel primo caso la traiettoria seguita dal satellite

sara una parabola e nel secondo caso sari un’iperbole. _
In formule:

(Emlale)a.disl.mmr = (Ewlulv)all’infmim- ¢ (2)

Cioe, nel caso a)

1 . Mm i
ETn-?}jnizia]p - GT = O = 0 (3)

che, risolta rispetto alla velocita:

s S—

Vnsaae =[2G @
vV

corpo di massa M attorno al
quale ruota, allora esso &

sottoposto ad un’accelera-

. . M
Zione centripeta g = G?T

D’altra parte, la velocita, in
un moto circolare umifor-
me, ¢ legata all'accelerazio-
ne centripeta nel modo se-
guente: ¥ = V lempena?. PeI-
tanto, sostituendo, si ottie-
ne che la velocita iniziale
del pianeta, affinché per-

Accelerazione
centripeta g

Distanza r

La velocita che compare in
questa formula ¢ chiamata
anche velocita di fuga.
Dungue, se la velocita inizia-
le & pari alla velocita di fuga,
allora la traiettoria seguita
dal pianeta sara una parabo-
la: esso giungera all’infinito
con velocita residua nulla.
Per tutte le velocita iniziali
che siano pin grandi della
velocita di fuga, la traietto-
ria seguita dal pianeta sari

Velocita v

corra un’'orbita circolare e:

Vorbita circolare — \;‘-"{ G—- (1)

T Fig.4 1l moto di un pianeta in un’orbita circolare.

Le traiettorie paraboliche

ed iperboliche (entrambe

orbite aperte) si ottengono richiedendo che il pianeta
sfugga all’attrazione gravitazionale del corpo centrale,
in maniera definitiva. Vale a dire, occorre conferire al
pianeta un’energia cinetica sufficiente a vincere I'ener-
gia potenziale gravitazionale. Per risolvere questo pro-
blema, conviene affidarsi al principio di conservazione
dell’energia meccanica: la somma di energia cinetica
ed energia potenziale per un sistema isolato, rimane
costante. Dunque, se il pianeta si trova inizialmente ad
una distanza r, 'applicazione del principio equivale ad
imporre che la somma di energia cinetica iniziale ed
energia potenziale gravitazionale a questa distanza, sia
uguale alla somma di energia cinetica finale ed energia
potenziale gravitazionale finale, dove per finale s’inten-

otenziale gravitazionale e

un’iperbole (esso giungera
all’infinito con velocit re-
sidua diversa da zero).

Per quanto riguarda la si-
mulazione, occorre ricor-
dare che tutto il lavoro &
stato impostato con la seguente semplificazione: una
scelta opportuna delle unita di misura in modo tale che
GM = 1.

Allora le formule si trasformano in quelle contenute nel-
la tabella 3.

d Tabella 3 )

Tipo di traiettoria

V= [l Circolare
N r

V= /;2_ Parabolica
Vr ]

v > E Iperbolica



I pianeti della nostra simulazione hanno coordinate x
iniziali dal corpo centrale, rispettivamente: Pianeta 1:
x = 0,5, Pianeta 2: x = 1 e Pianeta 3: x = 1,5, come si
puo vedere nella figura 1. Poiché, per semplificare I'ap-
proccio alla simulazione s’impone che le coordinate Yy
iniziali siano nulle, risultera chiaro che le coordinate x
iniziali corrisponderanno alle posiziont iniziali r. La ta-
bella 4 rappresenta uno schema riassuntivo dei valori
numerici da assegnare alle velocit, in relazione alle for-
mule ricavate, ed in funzione del tipo di traiettoria da si-
mulare.

Nella figura 5 & mostrata la simulazione del moto dei tre
pianeti con tre delle quattro traiettorie possibili. Lunica
incertezza che potrebbe persistere & che la traiettoria
seguita dal Pianeta 3 sia proprio una parabola, visto che
nella cella corrispondente all’eccentriciti (AI8), non
compare 1, come dovrebbe. Ci6 & essenzialmente dovu-
to alla modalita con cui si & scelto di determinare que-
sto parametro: rapporto tra la distanza focale ed il se-
miasse maggiore. Visto che si sta facendo l'ipotesi che la
curva @ una parabola, calcoliamone I'equazione, che
sara del tipo x = ay? + by + c. Loperazione & possibile
poiché conosciamo le coordinate del fuoco F(0;0) e
quelle del vertice V(1,5;0) ed & noto che per la parabola
generica valgono le condizioni:

1-A b A b
F o e V| —— ——|.
( 4a 2a) ( da 2@)
Dopo semplici passaggl si ottiene I'equazione desidera-

ta:x = ¥ + = (51 noti, in figura 4, che effettivamente

6
la parabola tagha I'asse y nel punto di ordinata 3).

A questo punto si pud costruire una nuova colonna di
dati in cui si calcola il valore teorico della posizione x
del pianeta, mediante I'equazione della parabola, in fun-
zione dei valori noti di y. Si avra, dunque, la possibiliti
di confrontare la colonna delle x vere (quelle che sono
servite ad effettuare il grafico della traiettoria del Pia-
neta 3) con la colonna delle x teoriche (quelle dedoite
tramite I'equazione della parabola). Queste devono es-
sere uguali. Per verificarlo sard sufficiente costruire
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un’ultima colonna che contenga i rapporti tra i valori
dell'una e dell’altra. Evidentemente in quest’ultima co-
lonna devono comparire solamente degli 1.

Pianeta 3,
traiettoria
parabolica

5,00 —

4,00 —

3.00

i Pianeta 2,
2’00_ orbita
ellittica
1,00 —
1 ] o Dg\
-4,00 -3,00 \-2,00 -1,00 o

Pianeta 1,
orbita
circolare

Fig.5 Il moto dei tre pianeti con i tre moti diversi dei
quattro possibili.

Se la forza fosse repulsiva

Lattivita didattica fin qui proposta, permette di fare
un’ulteriore esplorazione. Si & parlato di forze attrattive
che dipendono dall'inverso del quadrato della distanza,
come la forza d'interazione gravitazionale.
Anche I'interazione tra particelle cariche, tuttavia, & de-
scritta da una formula che ha la stessa struttura mate-
matica della legge di gravitazione universale di Newton.
La legge di Coulomb, infatti, pud essere scritta nel se-
1 Ze 1
——, dove
mE T dire,
costante, Z il numero atomico ed e la carica dell’elettro-
ne. Allora I'interazione tra un nucleo molto pesante (po-

guente modo F = € un’opportuna

Tabella 4

Se la distanza dal corpo centra- Per ottenere un’orbita c1rcolare . Per ottenere una trarettona para— Per ottenere una tralettorla lper-

lere "q
| deve essere v = \J: =

8.5 1,4142

1]
(5]
(53]
e
(53]
(4}]

bolica deve essere v = \Jf% bolica deve essere v > \fz
fies
1,4142 > 1,4142

11547 > 1,1547
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sitivo) ed una particella carica (positiva) ¢ di tipo repul-
sivo. Con tale premessa, ci si pud avvicinare agli esperi-
menti sulla diffusione delle particelle o (nuclei di elio)
condotti da Geiger e Marsden nel 1909. Essi bombarda-
rono una sottile lamina d’oro con particelle ed osserva-
rono che alcune di esse (circa 1 su 8000) venivano de-
flesse ad angoli molto grandi, talvolta superiori a 90° e in
alcuni casi uguali a 180°. Questi risultati contrastavano
con il modello atomico che J. J. Thomson aveva elabora-
to nel 1903. Egli suggeriva infatti I'idea che la carica ato-
mica fosse distribuita in maniera piitt 0 meno uniforme al-
linterno dell'atomo. Fu il fisico neozelandese Ernest
Rutherford che nel 1911 diede un’interpretazione signifi-
cativa dell'esperimento di Geiger e Marsden «... Ju pro-
prio il pin incredibile evento che sia mai accaduto nel-
la mia vita ... Fu quasi come se voi sparaste con un
cannone del calibro di 15 pollici contro un sottile pezzo
di carta e il proiettile ritornasse indietro e vi colpisse...
(It was almost as if you fired a 15-inch shell at a piece
of tissue paper and it came back and hit YOUu)».

Questo fatto lo portd a dedurre che il nucleo atomico
doveva essere piccolo e che la massa dell’atomo doveva
essere concentrata praticamente tutta in un punto. Per
gli scopi che ci siamo prefissati, & quindi possibile effet-
tuare la simulazione delle deflessioni, supponendo che

della
TE

carica elettrica, sia tale da poter ricondurre tutta la trat-
tazione relativa all'interazione coulombiana a quella
newtoniana fin qui svolta.

Questo si traduce nel fatto che le traiettorie delle particel-
le si possono ottenere semplicemente cambiando il segno
alle accelerazioni, ed immaginando di lanciare tre parti-
celle cariche verso un nucleo molto pesante posto nell’o-
rigine del sistema di riferimento (vedi fig. 6). Le particelle
si possono porre tutte alle stesse distanze orizzontali, ma
In posizioni verticali diverse, rispetto all'origine, ed in mo-
do tale che abbiano tutte le stesse velocitd iniziali.

la scelta delle unita di misura della costante

Fig. 6
-9
-9
e

45m

Tabella 5 - Posizioni e velocita iniziali h
\_ _ , /
X@© Y{(0) Vi) Vo)
Particella 1 s ot 0
Particella 2 | 0,5 0,5 j -1 ! 0
Particella 3 s L AR

Occorre, dunque, modificare il segno della forza. Per fare
questo e sufficiente cambiarlo nelle colonne G ed H, per
la Particella 1 (ex-Pianeta 1) P e Q per la Particella 2 e Y e
Z per la Particella 3. Nella cella G2 anziché esserci la for-
mula [=—C2¥K2], ci andra [=C2*K2]. Si dovranno cambia-
re quindi le altre celle, e colonne, corrispondenti alle com-
ponenti x e ¥ delle accelerazioni. Completate queste mo-
difiche, lo stato iniziale sari rappresentato dalla tabella 5.
In figura 7 & mostrato il grafico delle deflessioni delle
particelle in esame. Si nota che la particella la cui traiet-
toria & pill prossima al nucleo, & deviata ad un angolo
piu grande di 90°.
Fabio Filippi
Liceo Scientifico «A. Einstein» - Rimini
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Fig. 7 La particella
3 & deflessa
di meno
perché & pil
lontana dal
nucleo.

La particella
1 & deflessa
di pit perché
la direzione
lungo la
quale si
muove & pill
prossima al
nucleo.

1,00 w—t
0,50 —

[ e m— 0 N
-2,00 -1,50 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 1,50

Fig.6 A destra.Tre particelle cariche si muovono da
destra a sinistra verso un nucleo anch’esso carico.

A sinistra. Installazione del «Telespazio» nella Conca del
Fucino in Abruzzo.

Fig.7 La simulazione della diffusione di tre particelle da
parte di un nucleo carico posto nell’crigine delle coordinate.
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La simulazione
del moto
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col foglio Iettronicois

Nella prima parte di questo articolo, pubblicata sulla rivista Didattica delle Scienze n. 217, si era

suggerito un metodo per la simulazione del moto planetario. Lidea, indicata da Richard Feynman in un

suo celebre scritto, veniva poi approfondita nella seconda parte (n. 222) con I'esplorazione della terza

legge di Keplero, le traiettorie non ellittiche e le forze di tipo repulsivo. In quest'ultima parte si intende

mettere in risalto un aspetto poco conosciuto ma significativo dal punto di vista didattico.

FaBio FiLIPPI

Forza direttamente proporzionale
alla distanza

Se un corpo & soggetto ad una forza di tipo centrale, for-
za che sia proporzionale alla distanza, allora anche in
questo caso esso seguira un'orbita chiusa, in particolare
un’ellisse.

Pill precisamente, esistono soltanto due tipi di campo
centrale in cui tutte le traiettorie dei moti finiti sono chiu-
se. Sono i campi in cui I'energia potenziale della particel-
la & proporzionale a 1/r o a 2. Poiché la forza puo essere
definita come la rapidita cambiata di segno con cui varia
I'energia potenziale, si ottengono, per i campi menziona-
ti, rispettivamente una forza proporzionale a —1/7* ed una
forza proporzionale a -r. Mentre il primo caso ha come
controparte fisica la ben nota legge di gravitazione uni-
versale di Newton, il secondo caso corrisponde ad un si-
stema fisico un po’ meno noto, il cosiddetto oscillatore
spaziale. In appendice & mostrata una dimostrazione ri-
gorosa che l'equazione differenziale associata al sistema
fisico in esame ha come soluzione una traiettoria ellittica
o iperbolica a seconda del segno della forza applicata.
Qui semplificheremo il problema proponendo un mo-
dello rappresentativo del moto, costruendo in maniera
opportuna un foglio elettronico e simulando l'ipotetica
orbita. Lidea di fondo é che il moto orbitale & un moto
periodico. Un oscillatore lineare & associato ad una fun-
zione periodica (sinusoidale, per esempio). Pertanto,
sovrapponendo i moti di due oscillatori lineari, uno per
I'asse = ed un altro per l'asse ¥, si ha la traiettoria ri-
chiesta. Per inciso, l'ellisse in forma parametrica e ef-

g o

atg e e TNRE SeR WO L S A et ot

no e coseno. In figura 1 & riportata una semplicissim
impostazione possibile. Nella colonna B, sono stati in
seriti gli istanti di tempo successivi a quello iniziale, n
crementati di una quantita Dt dichiarata nella cella A2
Nelle celle C2 e D2, due coefficienti numerici legati al
I'eccentricitd; se @ = b si ha una circonferenza.

Nella cella E2, come si pud vedere nella figura 1, la for
mula [$C$2+COS(B2)] e nella cella F2 Yanalog
[$D$2+SEN(B2]. Nella figura 2 & riportata la rappreser
tazione grafica dell'ellisse cosl ottenuta.

abisanarsiy
E2 ~| =| =5C$2"COS(B2)
A B c D E F
Dt 1 b X v

27| oa | 64 | 2 J...] 7 9000081 0,099833
3 02 1 BR0133| 0,198659
4 03 o 1510673 029552
5 0.4 1,542122! 0369418
B 05 1755165| 0478426
7 0B 1 B50671| 0554642
g 07 1529684 | 0644218
g 08 1353413| 0717356
10 09 ] 1 24322| 0783327
11 1 1 JB0E05| 0841471
12 1.1 0,907192| 0891207
13 12 w,, 0,724716| 0.832039
14 13 0534993 0963558
15 14 0339934 098545
16 15 0141474] 095749%
17 15 L 0,0584| 0,99957¢
18 17 1025762 089166
19 8 0,4544] 0 97384
20 19 [0 p4B53| 0946
21 2 [ -0g3229] 090929
2 2.1 -1,00962| 0.66320¢
23 2.2 -1,177| 080849

Fig.1 Limpostazione del foglio eletironico per la
simulazione del moto.
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Fig. 2 Lellisse
B :
e -~ generata dalla

05 s .
](f o > sovrapposizione di
3 . WL . b # una funzione seno

i SOOI con una funzione

- coseno.

A questo punto occorre confrontare i moti fra di loro:
quelli ottenuti tramite la forza dipendente da 14#* con
quelli ottenibili con la forza dipendente da ». D'ora in
poi I'esposizione farad riferimento al foglio elettronico
discusso nelle precedenti parti citate e pubblicate in
questa rivista. Siricorda solamente che la simulazione si
basava sulla costruzione del grafico relativo all’orbita in
termini di posizioni x e ¥, a loro volta definite proprio
dalle componenti dell’accelerazione.

Se la forza fosse direttamente proporzionale alla distan-
za, allora I'equazione che descrive il moto diventa:

ma = — GMmy'. Quindi, scrivendo I'equazione data nel-
le sue componenti si ottiene:

a,= —GMx e a,=—GMy.

Per quanto riguarda la simulazione, sarda sufficiente
cambiare tutte e sole le formule relative alle accelera-
zioni. Per esempio: nella cella E2 c’era [—C2*K2]. Si
cancella quindi solo K2 (il cui valore associato era il ter-
mine newtoniano, mentre in C2 c’era la posizione attua-
le del pianeta) e si copia.
In figura 3 sono mostrate le due orbite seguite dallo
stesso pianeta nel caso in cui I'interazione dipenda dal-
I'inverso del quadrato della distanza (orbita pitt schiac-
ciata) e nel caso in cui essa dipenda linearmente dalla
distanza.
Nelle figure 4 e 5 sono messe a confronto le orbite cor-
rispondenti agli stessi pianeti.
Come & possibile allora decidere se le orbite reali sono
newtoniane oppure no?
Si ricordera che la legge di gravitazione universale & in-
sita nella terza legge di Keplero. Infatti, nell’approssi-
mazione di un’orbita circolare, un pianeta e sottoposto
ad un’accelerazione centripeta del tipo:

r

. =4t —, 1
a T p= (1)

Poiché la forza dipende da 1/, 'accelerazione centri-
peta potra essere espressa da:

gy e @)
-

Uguagliando i secondi membri di queste due equazioni,
-3

-, che ¢ sostanzialmente la terza leg-
»

si ottiene

13m

ge di Keplero. Invece nell'ipotesi della dipendenza della
forza da r, I'accelerazione centripeta sara del tipo:

a. = kr. 8))
Uguagliando il secondo membro della (3) con il secon-

do membro della (1) si ottiene: T'= -\é/—%, cioé l'indipen-

denza del periodo di rivoluzione dal raggio dell’orbita.
Questo significa che a pianeti pill lontani corrisponde
una velocita piti grande. Non vale dunque una delle leg-
gi sperimentali piti note, quella che Keplero costrui im-
maginando complesse armonie.

11 foglio elettronico impostato con l'ipotesi della dipen-
denza lineare tra forza e distanza, permette di verificare
che i pianeti si muoverebbero all'unisono, percorrendo
ognuno la propria traiettoria nel cielo, ma in un unico
lasso di tempo, uguale per tutti.

. Appendice di matematica

11 problema puo essere enunciato in questo modo:

una massa m é attratta da un punto fisso posto in O
con una forza direttamente proporzionale alla distan-
za e con costante di proporzionalita k'r. All'istante
iniziale, il punto si trovava ad una distanza a dal cen-
tro O e aveva velocitd iniziale vy, perpendicolare alla
retla congiungente la posizione iniziale col centro O.
Si tratta di risolvere un’equazione differenziale lineare a
coefficienti costanti. E un problema di Cauchy, che puod
essere risolto con l'ausilio delle trasformate di Laplace.

Per la componente x sara:
mE = —k°mx (4)
con le condizioni al contorno x(0) = a e £(0) = 0.

Fig. 3 Il moto di un pianeta nei due casi: newtoniano
(orbita pit schiacciata) e lineare.
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Fig.4 Le orbite ditre pianeti nel caso di una forza
direttamente proporzionale alla distanza.
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Pianeta 3
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Semplificando le masse e passando alla trasformata di
Laplace di x(#) = &p), sara:
#() = p*&p) — px(0) — £(0), che per le condizioni al
contorno diventa:

a(1) = p*ép) — ap-
Sostituendo nell’equazione (1) e tralasciando l'esplicito
riferimento alla variabile indipendente, si ottiene:
pE—ap + k€= 0, da cul:

ap
= 5
= o ®)
la cui antitrasformata di Laplace e:

&p) = a cos kt. (6).

Per la componente ¥, analogamente, si avra I'equazione
differenziale:

my = —kmy (7
con le condizioni al contorno y(0) =0 e ij(0) = v,. Pro-
cedendo allo stesso modo si ha § (1) = n(p) e dunque
ij(£) = p°n(p) — py(0) — i (0), da cui, per le condizioni
al contorno 'equazione (3) diventa p’n — v, + k*q = 0.
Quindi:

Vo k
— il . )
T % P+ K ®
la cui antitrasformata di Laplace &:
n(p) = % sin kt. ©)
Dungue le soluzioni sono:
x =a coskt L~ coskt
: a
" ,da cul 3
= — gin kf —~_ =sinkt (10).
Y e sin sl i (10)

Quadrando entrambe le equazioni e sommandole si of-
tiene 'equazione di un’ellisse:

i Y
Dty -—y ==l
a- vk

2 7.z 1
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Fig.5 Le orbite di tre pianeti sottoposti ad una forza
newtoniana.

Se la forza centrale fosse repulsiva, anziché attrattiva
con le stesse condizioni al contorno, nelle equazioni (1
e (2) cambierebbero solo i segni al secondo membro
m# =k*mx e mij = k*my. Queste forniscono le soluzio
P _op=20 k -

pl _kz k pz +k3
Passando alle antitrasformate di Laplace si ottengono 1
soluzioni:

ni, rispettivamente £ = a

x = a cosh kit

Vo .
= — sinh kt.
y= sin

Analogamente, dividendo entrambe le equazioni per
coefficienti, quadrando e sottraendo, si ottiene 'equ:
zione di un'iperbole:

mz yz

@ vk
tenendo conto dell'identita cosh® &t — sinh? kt = 1.

Fabio Filip
Liceo Scientifico «Albert Einstein» - Rimi
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